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EXISTENCE D’IMMEUBLES TRIANGULAIRES QUASI-PE´RIODIQUES




Nous montrons l’existence d’une infinite´ d’immeubles triangulaires satisfai-
sant a` des proprie´te´s de quasi-pe´riodicite´, sans pour autant eˆtre pe´riodiques (i.e.
cocompacts relativement a` l’action d’un groupe d’isome´tries). Ceci nous permet
d’exhiber des mesures ergodiques quasi-invariantes non triviales sur l’espace des
immeubles triangulaires construit dans [6].
Abstract
On the existence of quasiperiodic triangular buildings. It is proved that
there exists infinitely many triangular buildings satisfying quasiperiodic prop-
erties (without being periodic). This allows to exhibit non trivial quasi-invariant
ergodic measures on the space of triangular buildings constructed in [6].
1 Introduction
Dans un immeuble aﬃne de type A˜2, aussi appele´ immeuble triangulaire, le nombre
de faces incidentes a` chaque areˆte est constant et note´ q+1. L’entier q s’appelle l’ordre
de l’immeuble conside´re´. Dans tout l’article on supposera q distinct de 3, 4 et de la
forme q = pn, ou` p est un nombre premier.
Un immeuble aﬃne est dit classique s’il est associe´ a` un groupe alge´brique sur
un corps local. Tous les immeubles aﬃnes de dimension  3 sont classiques (voir J.
Tits [21]) mais on peut, en dimension 2, construire des immeubles triangulaires non
classiques [17, 25, 5]. Dans [6], nous introduisons un cadre qui permet d’e´tudier les
immeubles triangulaires dans leur ensemble.
Soit ∆ un espace me´trique. Nous dirons que ∆ est quasi-pe´riodique si, pour toute
boule B ⊂ ∆, il existe un nombre R  0 tel que le R-voisinage de la re´union des boules
de ∆ isome´triques a` B soit un recouvrement de ∆. Par exemple, un espace me´trique
pe´riodique, c’est-a`-dire muni d’une action cocompacte d’un groupe d’isome´tries, est
quasi-pe´riodique.
The´ore`me 1. Il existe une infinite´ d’immeubles triangulaires quasi-pe´riodiques non
pe´riodiques d’ordre q.
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Il semble diﬃcile, compte-tenu de la de´ﬁnition, d’appliquer des approches « clas-
siques » de construction, de´veloppe´es par exemple dans [19] ou dans [5], pour obtenir
de la quasi-pe´riodicite´. La de´monstration du the´ore`me 1 donne´e ici repose sur l’e´tude
de la structure de l’espace des immeubles triangulaires. L’objet de [6] e´tait de montrer
que dans cet espace, un immeuble ge´ne´rique a un groupe d’automorphismes trivial. Il
n’est pas diﬃcile de voir qu’on ne peut pas plus obtenir l’existence d’immeubles quasi-
pe´riodiques par un argument de ge´ne´ricite´ au sens de Baire : l’ensemble des immeubles
quasi-pe´riodiques est maigre (proposition 10).
L’espace des immeubles triangulaires d’ordre q est la famille Qq de tous les im-
meubles triangulaires d’ordre q a` isomorphisme pre`s. Une diﬃculte´ qui se pre´sente pour
comprendre cet espace vient du fait qu’il est singulier ou non commutatif [10, 11]. Nous
l’e´tudions ici par des techniques ge´ome´triques et dynamiques. L’espace Qq admet une
« de´singularisation » naturelle Tq munie d’une structure feuillete´e dont il est l’espace
des feuilles. Par de´ﬁnition, Tq est l’espace des immeubles triangulaires pointe´s en un
sommet, a` isomorphisme pointe´ pre`s, ou` deux immeubles pointe´s (∆, u) et (∆′, u′) sont
sur une meˆme feuille si et seulement si les immeubles ∆ et ∆′ sont isomorphes. La
topologie naturelle sur Tq, selon laquelle deux immeubles pointe´s sont proches si et
seulement s’ils co¨ıncident sur une grosse boule centre´e en leurs points base, en fait
un espace compact se´pare´. La topologie quotient sur Qq est non triviale mais assez
grossie`re.
Le terme « quasi-pe´riodique » est employe´ dans le the´ore`me 1 en un sens tre`s
concret. Une fac¸on plus formelle de voir la quasi-pe´riodicite´ est « d’identiﬁer » les no-
tions de quasi-pe´riodicite´ aux espaces feuillete´s minimaux a` isomorphisme stable pre`s
(rappelons qu’un espace topologique feuillete´ est dit minimal si toutes ses feuilles sont
denses). Ainsi, pour trouver un espace quasi-pe´riodique, on cherche a` le re´aliser comme
feuille d’espace feuillete´ minimal, et inversement, pour trouver des sous-espaces mini-
maux d’un espace feuillete´, on en cherche des feuilles quasi-pe´riodiques. La de´monstration
du the´ore`me 1 repose sur de tels changements de point de vue : nous construisons
d’abord des plats quasi-pe´riodiques a` l’aide de laminations minimales ; puis nous assem-
blons ces plats en des immeubles, tre`s proches d’eˆtre quasi-pe´riodiques au sens concret
ci-dessus (ils ve´riﬁent la proprie´te´ de « ne pas contenir d’immeubles pe´riodiques dans
leur adhe´rence ») ; nous utilisons alors de tels immeubles pour obtenir des sous-espaces
minimaux de Tq, dont les feuilles sont des immeubles non isome´triques qui satisfont au
the´ore`me ci-dessus.
Le the´ore`me suivant permet de distinguer entre eux certains immeubles quasi-
pe´riodiques.
The´ore`me 2. Il existe une infinite´ de sous-espaces feuillete´s minimaux dans Tq.
Les immeubles quasi-pe´riodiques construits ici diﬀe`rent essentiellement par leurs « cons-
tantes de quasi-pe´riodicite´ ». Par exemple, si ∆ est un immeuble triangulaire quasi-
pe´riodique et si l’on note dens∆(R) la densite´ des boules de rayon R incluses dans ∆
(de´ﬁnie a` la section 3.2), les immeubles qui sont feuilles d’un meˆme sous-espace feuillete´
minimal de Tq de´ﬁnissent la meˆme fonction dens(·) (proposition 8), mais on peut dans
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le the´ore`me 2 construire deux sous-espaces dont les feuilles ont des fonctions dens(·)
distinctes.
Nous pouvons a` pre´sent dresser un tableau un peu plus pre´cis de l’espace des im-
meubles triangulaires. Il comprend : les immeubles classiques, constituant une partie
de´nombrable (voir [20]), les immeubles dits « exotiques », donnant des feuilles com-
pactes de Tq (voir [25, 5]), les immeubles sans automorphisme, dont la plupart sont des
feuilles denses de Tq (voir [6]), et les immeubles quasi-pe´riodiques, qui correspondent
aux sous-espaces feuillete´s minimaux.
Enﬁn, nous nous servons du the´ore`me de Garnett (existence de mesures harmo-
niques sur les feuilletages) pour construire des mesures ergodiques sur Tq. Rappelons
qu’une mesure de probabilite´ transverve sur Tq (disons, supporte´e sur la transversale des
sommets) est dite quasi-invariante si le sature´ d’un bore´lien ne´gligeable est ne´gligeable,
et ergodique si toute partie bore´lienne sature´e est ne´gligeable ou de comple´mentaire
ne´gligeable.
The´ore`me 3. Il existe une infinite´ de mesures transverses quasi-invariantes ergo-
diques sur Tq, a` supports disjoints et non supporte´es sur une feuille compacte.
L’espace des immeubles triangulaires permet d’e´tablir des connexions entre dyna-
mique moyennable et dynamique non moyennable, et plus exactement entre la dyna-
mique des actions de Z et Z2 et celle de Tq. L’une de nos motivations originales de
cette e´tude est l’existence de mesures transverses invariantes ergodiques non triviales
sur Tq (pour des exemples d’applications, notamment la proprie´te´ T de Kazhdan, voir
[14], [16]).
2 Pre´liminaires
1. Immeubles triangulaires. Un immeuble triangulaire est un complexe simpli-
cial simplement connexe de dimension 2 dont les faces sont des triangles euclidiens
e´quilate´raux et dont le link en chacun des sommets se code par un plan projectif : l’en-
semble des points et droites correspond aux sommets de ce link (voir [18]). Par exemple,
dans le cas q = 2, il n’y a qu’un seul link possible qui comporte 14 sommets et 21 areˆtes.
Ces proprie´te´s locales suﬃsent pour caracte´riser un immeuble. En particulier, c’est un
espace CAT(0) (voir [7]) tel que pour deux faces quelconques, il existe un appartement
(plat isome´trique a` un plan euclidien) qui les contient. Pre´cisons que dans un immeuble
triangulaire, toute partie convexe compacte d’un plat est contenue dans une inﬁnite´
non de´nombrable de plats, et toute ge´ode´sique (ainsi que tout demi-plat) est conte-
nue dans au moins un plat. Toute ge´ode´sique singulie`re, c’est-a`-dire paralle`le a` une
ge´ode´sique incluse dans le 1-squelette, est contenue dans une inﬁnite´ non de´nombrable
de plats, et il sera utile de remarquer que toute ge´ode´sique non singulie`re est contenue
dans un unique plat (car l’intersection de deux plats qui la contiennent est convexe).
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2. The´ore`mes de precription dans les immeubles triangulaires. Pour tout q 
2, il est possible de distinguer plusieurs types d’isomorphismes de boules de rayon
2 dans les immeubles d’ordre q. En particulier, pour q = 2 il y en a exactement 2
(voir [22]). Il se trouve que l’invariant qui distingue ces deux boules n’est pas du tout
localise´ sur la sphe`re, de telle sorte qu’un the´ore`me de prescrition quelconque du type
des 2-boules existe (voir [5]) :
The´ore`me 4. Soient B une boule de centre O et de rayon N d’un immeuble d’ordre
2, et une application de prescription p de´finie sur l’ensemble des sommets de la sphe`re
C de centre O et de rayon N − 1, a` valeurs dans {0, 1}. Il existe alors une boule B′ de
rayon N + 1, de centre O′ et une injection j : B −→ B′ qui envoie O sur O′ et telles
que pour tout sommet S de C, la 2-boule du sommet j(S) soit de type p(S).
Le point cle´ dans la preuve de ce the´ore`me e´tait d’associer dans la construction
d’une boule de rayon N + 1 au-dessus d’une boule de rayon N un degre´ de liberte´
propre a` chaque sommet de la sphe`re de rayon N − 1 qui permette de faire basculer la
nature de sa boule de rayon 2 d’un type a` l’autre.
C’est cette meˆme ide´e qui peut eˆtre mise en œuvre pour montrer un autre the´ore`me
de prescription dans le cas q  5.
Conside´rons une areˆte α d’un immeuble triangulaire ; elle relie deux sommets S1
et S2. Les faces contenant cette areˆte de´terminent une application entre les areˆtes du
link en S1, passant par le sommet correspondant a` α et celles du link en S2. On dit
que cette correspondance ou « liaison » est projective si tout automorphisme du link
en S1 qui ﬁxe l’areˆte α, compose´ avec cette corrrespondance, donne une permutation
autour de l’areˆte α qui se prolonge en un automorphisme du link en S2. Puisqu’il existe
plus de bijections que de transformations projectives d’une droite de`s q  5 on peut
construire des immeubles qui ont des liaisons non projectives.
On appellera liaisons voisines du sommet S les liaisons entre sommets a` distance
1 de S. A` tous sommet, on peut associer le nombre de liaisons voisines qui sont pro-
jectives. Notons que ce nombre est bien de´ﬁni de`s que la boule de centre S et de rayon
2 est ﬁxe´e.
Dans le the´ore`me suivant, on ne conside`re que des immeubles dont les links corres-
pondent tous a` un meˆme plan projectif ﬁni, par exemple le classique P 2(Fq).
The´ore`me 5. Soient B une boule de centre O et de rayon N d’un immeuble d’ordre
q  5, et une application de prescription p de´finie sur l’ensemble des sommets de la
sphe`re C de centre O et de rayon N −1, a` valeurs dans {0, 1}. Il existe alors une boule
B′ de rayon N + 1, de centre O′ et une injection j : B −→ B′ qui envoie O sur
O′ et telles que pour tout sommet S de C, la parite´ du nombre de liaisons projectives
voisines du sommet j(S) soit la meˆme que p(S).
De´monstration. Supposons construite une boule B′ de rayon N +1 qui contient B (de
rayon N) en son centre. A` tout sommet coin S de la sphe`re C de centre O et de rayon
N −1, on associe (q+1)q2 areˆtes voisines de S dans la sphe`re de rayon N et seulement
q2 si le sommet S n’est pas un coin. Au-dessus de ces areˆtes se trouvent les « vrilles
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associe´es » de´ﬁnies dans [5] pour q = 2. Ces areˆtes sont diame´tralement oppose´es au
centre O par rapport au sommet S.
Au-dessus de ces areˆtes, on peut de´couper suivant la hauteur passant par leur milieu
les q faces de la sphe`re de rayon N+1 pour les recoller entre-elles apre`s libre permutaion
des demi-faces.
Par une telle chirurgie, on peut toujours rendre non projective une liaison qui l’e´tait
(car q  5) et inversement car on a suppose´ tous les links identiques. On ve´riﬁe aise´ment
que les ope´rations de chirurgie au-desssus de chaque areˆte associe´e a` chacun des som-
mets n’interfe`rent pas entre-elles. On peut donc bien prescrire la parite´ du nombre de
liaisons voisines projectives (et meˆme la congruence modulo q2). 
3. L’espace des immeubles triangulaires. Nous nous contentons ici de ﬁxer
quelques notations en renvoyant a` [6] pour davantage de de´tails.
On note Tq l’ensemble des immeubles triangulaires pointe´s d’ordre q, a` isomor-
phisme pointe´ pre`s. La topologie sur Tq, selon laquelle deux immeubles pointe´s sont
proches s’ils sont isomorphes sur une grosse boule centre´e en leur point base, en fait un
espace compact. On note Sq ⊂ Tq l’ensemble des classes d’isomorphisme d’immeubles
triangulaires pointe´s en un sommet.
L’espace Tq est muni d’une structure feuillete´e naturelle. On dit que deux points
[∆, u] et [∆′, u′] de Tq sont sur une meˆme feuille si les immeubles ∆ et ∆′ sont iso-
morphes. Chaque feuille de Tq est un complexe cellulaire (quotient d’un immeuble par
un groupe d’isome´trie) et Sq est une transversale a` Tq (c’est-a`-dire une partie compacte
dont l’intersection avec chaque feuille est un ensemble de´nombrable).
L’espace des feuilles de Tq est canoniquement isomorphe a` l’ensemble Qq des classes
d’isome´trie d’immeubles triangulaires.
3 Quasi-pe´riodicite´ topologique
1. Adhe´rence d’un immeuble triangulaire. Soit Sq l’espace des immeubles d’ordre
q pointe´s en un sommet. Un immeuble triangulaire ∆ d’ordre q de´termine une partie
de´nombrable de Sq de´ﬁnie en pointant en chacun de ses sommets. On notera encore
∆ ⊂ Sq cette partie de´nombrable.
Soit ∆ un immeuble triangulaire d’ordre q.
Lemme 6. L’adhe´rence ∆ ⊂ Sq de ∆ dans Sq est sature´e.
De´monstration. Soit (I, ) ∈ ∆. Soit ′ un sommet de I. Montrons qu’il existe une
suite s′i de sommets de ∆ et une suite R
′
i → ∞ telle que les boules de centre ′ et s′i
et de rayon R′i, respectivement de I et de ∆, soient isome´triques. Comme (I, ) ∈ ∆,
il existe une suite de boules B∆(si, Ri) de ∆ telle que B∆(si, Ri)  BI(, Ri) et Ri →
∞. Conside´rons une suite R′i → ∞ telle que BI(′, R′i) ⊂ BI(, Ri). Ainsi, la boule
BI(
′, R′i) se plonge isome´triquement dans ∆. 
5
2. Laminations minimales de l’espace des immeubles. Soit ∆ un immeuble
triangulaire.
De´finition. On dit qu’une partie Λ ⊂ ∆ est un re´seau de ∆ s’il existe un nombre
λ  0 tel que toute boule de rayon λ contienne au moins un point de Λ. On appelle
densite´ de Λ l’inverse dens(Λ) = 1/λ de la constante λ optimale dans cette de´finition.
De´finition. On dit que ∆ est quasi-pe´riodique si pour toute boule B ⊂ ∆, la
re´union des centres des boules isome´triquement isomorphes a` B forme un re´seau de ∆.
On note dens∆(R) = minB dens(ΛB) la densite´ minimale, sur les boules B de rayon
R incluses dans ∆, des centres ΛB ⊂ ∆ de copies de B dans ∆.
Proposition 7. ∆ est quasi-pe´riodique si et seulement si dens∆ ne s’annule pas.
Il est pe´riodique si et seulement si dens∆ est minore´e par une constante strictement
positive.
De´monstration. Le cas quasi-pe´riodique est clair, ainsi que la minoration de dens∆ pour
les immeubles pe´riodiques. Supposons dens∆ minore´e et montrons que ∆ est pe´riodique.
Soient  un point base dans ∆ et une constante 0 < λ < ∞ telle que dens∆  1/λ.
Soit y un autre sommet de ∆. Pour tout R > 0, il existe un point yR dans la boule
B∆(y, λ) de centre y et de rayon λ, tel que les boules B∆(, R) et B∆(yR, R) soient
isomorphes. Par suite il existe un point ′ ∈ B∆(y, λ) et une suite Rn → ∞ telles
que les boules B∆(, Rn) et B∆(
′, Rn) soient isomorphes pour tout n. Par proce´de´
diagonal, on obtient un isomorphisme ϕ ∈ Aut(∆) tel que ϕ() = ′. Donc le quotient
de ∆ par Aut(∆) est compact. 
Proposition 8. ∆ est quasi-pe´riodique si et seulement si ∆ est une lamination
minimale (toutes les feuilles sont denses). De plus toutes les feuilles de ∆ sont alors
quasi-pe´riodiques, avec meˆmes « constantes de quasi-pe´riodicite´ » dens∆.
De´monstration. Supposons ∆ quasi-pe´riodique et montrons que ∆ est minimale. Soit
I ⊂ ∆ une feuille de ∆ et B = B∆(s, R) ⊂ ∆ une boule ﬁxe´e de ∆. Comme ∆ est
dense, il existe pour tout  ∈ I une suite de boule B∆(si, Ri) isome´trique a` BI(, Ri)
et telle que Ri → ∞. De plus, la re´union des boules isome´triques a` B est un re´seau
de ∆ ; les boules BI(, Ri) contiennent donc une copie de B pour Ri assez grand (et la
distance de  au centre de cette boule ne de´pend que de R). Par suite I∩B∆(s, R) ⊂ ∆
est non vide. Il en re´sulte facilement que toutes les feuilles sont denses. De plus, dans
ce cas, l’ensemble des types de boules d’une feuille I ⊂ ∆ est le meˆme que celui de ∆,
et il est donc clair que densI = dens∆.
Re´ciproquement supposons que ∆ ne soit pas quasi-pe´riodique et montrons qu’il
existe une feuille de ∆ qui n’est pas dense. Conside´rons une boule B ⊂ ∆ pour laquelle
il existe une suite de boules B∆(si, Ri) telles que Ri → ∞ et ne contenant pas B.
Conside´rons la suite de points (∆, si) ∈ ∆. Comme ∆ est compact, il existe quitte a`
extraire un point (I, ) ∈ ∆ tel que (∆, si) converge vers (I, ). Comme ∆ est sature´,
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on a I ⊂ ∆. Par ailleurs, (I, ) coincidant avec (∆, si) sur la boule de rayon Ri →∞,
l’immeuble I ne contient pas de copie de B. Par suite I ⊂ ∆ n’est pas dense. 
Remarque. L’adhe´rence d’un immeuble quasi-pe´riodique est d’inte´rieur vide. Plus
pre´cise´ment, la seule sous lamination de Tq contenant un ouvert non vide est Tq elle-
meˆme (car Tq contient des feuilles denses [6]). L’ensemble des immeubles quasi-pe´rio-
diques est maigre dans Tq (cf. prop. 10).
3. Un immeuble ge´ne´rique est ape´riodique.
Lemme 9. Pour tout q  2, il existe un entier Nq  1 tel que quelle que soit la
boule B de rayon au moins Nq, il existe une boule de rayon arbitrairement grand ne
contenant pas de copie de B.
De´monstration. Si q = 2, on peut prendre Nq = 2. Les sommets sont en eﬀet bicolore´s
suivant le type de leur 2-boule ([22]). Si la boule B contient un sommet blanc, il suﬃt
prendre un immeuble noir, sinon prendre un immeuble blanc.
Dans le cas q  3, puisqu’il existe une inﬁnite´ d’immeubles classiques du meˆme
ordre, il existe un entier Nq et au moins deux immeubles classiques X1 et X2 ayant des
boules de rayon Nq diﬀe´rentes. Soit maintenant une boule B rayon au moins Nq. Alors
soit X1 soit X2 fournit des boules de rayon arbitrairement grand ne contenant pas de
copies de B. 
On convient que Nq de´signe le plus petit entier  1 qui ve´riﬁe le lemme (on sait
que N2 = 2 par exemple).
De´finition. On dit qu’un immeuble ∆ d’ordre q est ape´riodique si pour toute boule
B ⊂ ∆ de rayon au moins Nq, il existe une boule de rayon arbitrairement grand dans
∆ ne contenant pas B.
Proposition 10. Un immeuble ge´ne´rique au sens de Baire est ape´riodique et dense.
De´monstration. Soit B une boule de rayon au moins Nq et i  2. Notons Oi(B)
l’ensemble des immeubles pointe´s (∆, ) qui contiennent B ainsi qu’une boule Bi de
rayon i ne contenant pas B. Il est clair que Oi(B) est ouvert, et il est dense car si on
ﬁxe une boule de rayon R, on peut l’e´paissir en ajoutant B et en ajoutant une boule
de rayon i ne contenant pas B (the´ore`me de chirurgie [6]). Par suite l’ensemble
G = ∩B ∩i Oi(B)
est ge´ne´rique au sens de Baire. Pour tout (∆, ) ∈ G, pour toute boule B de rayon au
moins Nq, il existe une boule de rayon arbitrairement grand dans ∆ ne contenant pas
cette boule, i.e. ∆ est ape´riodique.
Un immeuble est dense si et seulement si il contient toutes les boules. Un immeuble
ge´ne´rique au sens ci-dessus contient toutes les boules. 
En particulier un immeuble ge´ne´rique est non quasi-pe´riodique. De plus son adhe´rence
contient des feuilles compactes.
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4 Colorations quasi-pe´riodiques des appartements
Dans cette partie, nous contruisons une coloration quasi-pe´riodique non pe´riodique
du plan triangule´ a` l’aide d’actions topologiques de Z. Une re´fe´rence tre`s utile sur ces
actions est la monographie re´cente de Glasner [12].
1. Laminations des colorations. Fixons une triangulation du plan euclidien par
triangles e´quilate´raux et conside´rons une boule simpliciale Bn de rayon n de cette
triangulation. Une coloration de Bn est le choix d’une couleur, noire ou blanche, pour
chacun de ses sommets. On dira que deux colorations sont isomorphes s’il existe un
automorphisme simplicial de Bn qui respecte les couleurs.
Soit Ln l’ensemble des colorations de Bn a` isomorphisme pre`s. On note pn : Ln →
Ln−1 les applications canoniques de restriction, et
L = lim←−Ln
la limite projective de (Ln)n relative a` (pn)n. De meˆme que pour les laminations Tq
d’immeubles triangulaires, L est transversale d’une lamination dont les feuilles sont des
quotients de triangulations colore´es du plan.
2. Colorations quasi-pe´riodiques de la droite re´elle. Conside´rons une action
minimale α de Z sur un espace de Cantor X (on notera γx l’image de x ∈ X par α(γ),
γ ∈ Z). Soit X = N  B une ‘coloration’ de X en noir et blanc. On suppose N , B
ouverts non vides. Notons SX la suspension de α. Ainsi les feuilles de SX sont des
droites re´elles simpliciales dont les sommets sont de couleur noire ou blanche.
Lemme 11. Soit p un segment simplicial d’une feuille de SX. Alors toute feuille
de SX contient une infinite´ de segments simpliciaux ayant la meˆme coloration que p.
De´monstration. Soit x un sommet de p. L’ensemble U des points x′ tels que γx et γx′
sont de la meˆme couleur pour tout γ ∈ Z tel que γx ∈ p est un voisinage ouvert de x.
Par minimalite´ toute feuille de SX coupe U une inﬁnite´ de fois. 
Lemme 12. Toutes les feuilles de SX sont quasi-pe´riodiques.
De´monstration. En eﬀet, dans le cas contraire il existe un segment p d’une feuille f
de SX, et une inﬁnite´ de segments pn de f dont la longueur tend vers l’inﬁni et qui ne
contiennent pas p. Soient xn un sommet au centre de pn, x une valeur d’adhe´rence de
xn dans X, et R un nombre entier. L’ensemble U des points x
′ telles que les segments
[x′ − R, x′ + R] et [x − R, x + R] des feuilles de x′ et x aient la meˆme coloration est
un voisinage de x. Par suite il existe un entier n tel que [x − R, x + R] s’injecte dans
pn. En particulier il ne contient pas p, et R e´tant arbitraire, la feuille passant par x ne
contient pas de copies de p. 
On suppose maintenant α minimale et faiblement me´langeante. Rappelons qu’une
action est dite faiblement me´langeante si l’action diagonale sur X2 est topologiquement
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transitive (il existe une orbite dense), ou de fac¸on e´quivalente, si pour tous ouverts non
vides N,N ′, B,B′ de X, il existe γ ∈ Z, N1 ⊂ N et B1 ⊂ B non vides tels que γN1 ⊂ N ′
et γB1 ⊂ B′ (voir e.g. [12]). La suite de Chaco´n ([12, page 27]), par exemple, de´ﬁnit
une action minimale et faiblement me´langeante de Z. On note encore SX la suspension
de α.
Lemme 13. Aucune feuille de SX n’est pe´riodique.
De´monstration. Soit f une feuille de SX. Supposons qu’il existe une translation θ de
f qui pre´serve la coloration. L’action de Z sur X induit une action libre simpliciale sur
f , ayant une orbite de sommets et une orbite d’areˆtes (car Z est abe´lien). Par suite θ
co¨ıncide, en restriction a` f , avec l’action d’un automorphisme γ ∈ Z. Alors γ pre´serve
la coloration de X. En eﬀet tout point x ∈ S est limite de sommets de f , qu’on peut
supposer de meˆme couleur que x (la coloration e´tant ouverte), donc x et γx sont de la
meˆme couleur, puisque c’est le cas en restriction a` f .
Il suﬃt donc de ve´riﬁer qu’un automorphisme non trivial θ ∈ Z ne peut pas
pre´server la coloration. Ceci re´sulte de l’hypothe`se de me´lange, qui permet d’impo-
ser un nombre ﬁni de conditions au sens suivant. Notons Λ = 〈θ〉 et k le cardinal
de Z/Λ. Il existe (par re´currence ﬁni) deux ouverts U ⊂ B et V ⊂ N non vides, et
γ0 = 1, γ1, . . . , γk−1 dans Z tels que pour tout i = 0..k − 1, on ait
γiU ⊂ B et γiV ⊂ α(i)N.
Soit γ ∈ Z tel que γU ∩ V = ∅. Alors γ = α(i0)λ pour i0 < k et λ ∈ Λ, et comme
γi0γU ∩ γi0V = ∅, et les inclusions pre´ce´dentes donnent γB ∩ α(i0)N = ∅. Donc
λB ∩N = ∅. 
Remarque. On peut aussi bien utiliser un nombre de´nombrable de couleurs X =
C1  C2  C3  . . . Aucune de ces couleurs ne sera invariante par un automorphisme
θ ∈ Z non trivial.
Lemme 14. E´tant donne´e une coloration pe´riodique de la droite re´elle, la longueur
du plus grand segment de cette coloration qui s’injecte dans une feuille de SX est fini.
De´monstration. Supposons qu’il existe une suite pn de segments d’une droite pe´riodique
ﬁxe´e, dont la longueur tend vers l’inﬁni, et qui s’injectent chacun dans l’une des feuilles
de SX en respectant les colorations. Soit xn un sommet au centre de de pn et x une
valeur d’adhe´rence de xn dans X. Alors la feuille passant par x est pe´riodique. 
3. Densite´s et mesures invariantes. Supposons maintenant que α est, de plus,
uniquement ergodique sur l’espace de Cantor X, i.e. qu’il existe exactement une mesure
de probabilite´ invariante sur X. (La suite de Chaco´n, par exemple, est uniquement









ou` B(x, n) est l’ensemble des sommets de la feuille passant par x a` distance infe´rieure
a` n de x sur cette feuille. Il est bien connu que Hnf converge uniforme´ment vers une
fonction constante pour toute fonction f (cette proprie´te´ caracte´rise l’unique ergodicite´,
voir [12]). Soit X = N  B une coloration de X en noir et blanc (N,B ouverts). On




ou` limite est inde´pendante de x ∈ X et la convergence uniforme en x.
4. De la dimension 1 a` la dimension 2. Soit δ, δ′ ∈]0, 1[. Conside´rons deux droites
d et d′ colore´es, quasi-pe´riodiques de densite´ de noirs δ et δ′ respectivement (obtenues
comme feuille d’une action α uniquement ergodique faiblement me´leangeante de Z sur
un espace de Cantor colore´ X = N  B comme dans la partie pre´ce´dente), et ﬁxons
deux sommets conse´cutifs u et v sur d, le premier noir et le second blanc.
Soit Π un plan euclidien pave´ en triangles e´quilate´raux. Colorons Π en prenant d
et d′ pour mode`les de la fac¸on suivante. Soient deux droites simpliciales 	 et 	′ de Π
formant un angle de π/3. La premie`re droite (appele´e horizontale) est colore´e suivant
d, en plac¸ant u a` l’intersection. La seconde est colore´e suivant d′, en plac¸ant un sommet
noir a` l’intersection. On e´tend alors cette coloration a` chaque droite paralle`le a` 	, en
conservant d pour mode`le et en plac¸ant u ou v a` l’intersection avec 	′ selon la couleur.
Proposition 15. Le plat Π est quasi-pe´riodique.
De´monstration. Il est facile de ve´riﬁer qu’il y a quatre colorations possibles pour les
droites paralle`les a` 	′ : entie`rement noire, entie`rement blanche, selon le mode`le d′ ou
selon son ne´gatif d¯′. Nume´rotons de 1 a` 4 les sommets de la droite 	 suivant les cas.
Comme le nume´ro d’un sommet ne de´pend que de la couleur de ce sommet et de son
voisin de droite, cette nume´rotation est quasi-pe´riodique.
Montrons que Π est quasi-pe´riodique. Soit P un paralle´logramme de Π de´termine´
par deux segments p ⊂ 	 et p′ ⊂ 	′. Ainsi p est nume´rote´ et p′ est colore´. Puisque la
nume´rotation de 	 est quasi-pe´riodique, il existe un rayon R tel que tout segment de
longueur R de 	 contienne une copie de p. De meˆme il existe un rayon R′ tel que tout
segment de longueur R′ de 	′ contienne une copie de p′. Il est alors facile de voir que
tout paralle´logramme de taille R×R′ contenu dans Π contient au moins une copie de
P . 
Dans le plan Π ainsi de´ﬁni, la densite´ de noirs dans les boules simpliciales converge
uniforme´ment vers δ, puisque c’est le cas sur 	 et ses translate´s. Nous noterons Πδ un
tel plan. Il est facile de voir que Πδ n’est pas pe´riodique.
Proposition 16. L’adhe´rence de Πδ dans la lamination L des colorations du plan
est une lamination minimale ; si de plus δ = δ′, les adhe´rences correspondantes sont
disjointes dans L.
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De´monstration. Le premier point est analogue a` la proposition 8, et le deuxie`me point
re´sulte de la convergence uniforme de la limite des densite´s des densite´s de noirs dans
les boules de Πδ et Πδ′ . 
5 Construction d’immeubles sans pe´riodique dans leur adhe´rence
Soit F0 une face d’un plat Π0 muni d’un bicoloriage de ses sommets. On supposera
que toutes les droites dans l’une au moins des trois directions simpliciales sont colore´es
de fac¸on quasi-pe´riodique non pe´riodique (par exemple de la meˆme fac¸on, comme dans
la partie pre´ce´dente).
On supposera q = 2 ou q  5.
Proposition 17. Il existe un immeuble triangulaire ∆ d’ordre q , une face F de
∆ et une correspondance φ : F −→ F0 tels que pour tout plat Π contenant la face F ,
l’unique application Π −→ Π0 qui e´tend φ, respecte le bicoloriage donne´ par la nature
du link d’ordre deux dans ∆ losque q = 2, et la parite´ du nombre de liaisons projectives
voisines dans le cas q  5.
De´monstration. On conside`re une boule B2 de rayon deux (d’un immeuble triangulaire
d’ordre q) de centre le sommet S0 et de type celui du sommet A0 de la face F0 =
(A0, A1, A2). On choisit alors une face F = (S0, S1, S2) quelconque de cette boule.
Pour tout sommet S de la sphe`re de rayon un de B2, il existe un unique sommet A
de Π0 tel que pour tout disque plat D de rayon 1 inclus dans B2 qui contient la face F
et le sommet S, l’unique injection i : D −→ Π0 telle que i(Si) = Ai, ∀i = 0, 1, 2 ve´riﬁe :
i(S) = A. En eﬀet, e´tant donne´ un disque D′ de B1 qui contient F , on peut construire
une re´traction ρD,F de B1 sur D
′ qui pre´serve les distances a` F , et ﬁxe l’intersection
D ∩D′ (voir [8]). Ceci permet de de´ﬁnir A.
Les the´ore`mes de prescription 4 ou 5 permettent alors de prolonger la boule B2 en
une boule B3 de rayon 3 telle que le type de S soit celui du point A correspondant, et
ce pour tous les sommets S de la sphe`re de rayon un de B2.
On ite`re ce raisonnement pour e´tendre les boules de centre S0 en un immeuble ∆
qui satisfait le the´ore`me. 
Lemme 18. Pour tout disque D d’un plat Π d’un immeuble ∆, il existe un plat
Π1 contenant la face F0 et dont l’intersection avec D contient au moins un secteur
simplicial de D issu de son centre et d’ouverture π/3.
De´monstration. Conside´rons le segment ge´ode´sique γ qui re´alise la distance entre le
centre O de la face F0 et le centre du disque D. Il existe alors dans Π un secteur oppose´
a` γ d’ouverture π/3, et un plat Π1 contenant a` la fois ce secteur et γ. 
Soit ∆ comme dans la proposition 17.
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Lemme 19. Pour tout plat colore´ pe´riodique Π, il existe un rayon R tel que le plus
grand disque de Π qui se plonge dans un plat de ∆ (en respectant la coloration donne´e
par le type des sommets), soit de rayon  R.
De´monstration. Pour tout disque D de rayon R plonge´ dans ∆, il existe d’apre`s la
proposition 18 un disque D′ ⊂ D de rayon R/4 contenu dans un plat qui passe par
F0. Notons R0 la longueur du plus grand segment de Π qui se plonge dans la direction
quasi-pe´riodique du plat mode`le Π0 (voir le lemme 14). Alors R = 4R0 convient. 
Lemme 20. Soit G un groupe qui ope`re de fac¸on co-compacte sur un immeuble X.
Alors X posse`de un plat pe´riodique sous l’action de G.
De´monstration. Soit γ une ge´ode´sique de X dont la direction n’est pas singulie`re et
qui est pe´riodique dans le quotient X/G, par exemple une ge´ode´sique faisant un angle
de π/6 avec une direction singulie`re. Cette ge´ode´sique contient deux points distincts
u = γ(t0) et v = γ(t1) qui sont identiﬁe´s dans le quotient et tels que l’image de γ dans
le quotient ait meˆme de´rive´e en t0 et t1. Soit g ∈ G qui envoie u sur v et qui identiﬁe
γ′(t0) et γ′(t1). En reportant le segment [u, v] par g, on obtient alors une ge´ode´sique γ0,
l’axe de g. Cette ge´ode´sique est dans un unique plat Π (car non singulie`re). L’unicite´
du plat Π qui contient γ0 fait que g translate ce plat tout entier. Rappelons que cette
unicite´ provient de la proprie´te´ locale suivante : deux areˆtes oppose´es dans un link se
trouvent dans un unique plat. Or dans le quotient, les segments ge´ode´siques ferme´s de
longueur donne´e et d’orientations rationnelles sont en nombre ﬁni ; ainsi, on retrouve
dans Π deux ge´ode´siques distinctes γ1 et γ2 paralle`les a` γ0 et identiques dans le quotient.
Notons g0 la translation du plat Π de´ﬁnie par g et h0 une translation de Π qui envoie
γ1 sur γ2 et qui se projette sur l’identite´. Deux points de Π identiﬁe´s sous l’action de
< g0, h0 >, le sont aussi sous l’action de G, ce qu’il fallait de´montrer. Pre´cisons que
dans le cas ou` G ope`re librement alors il existe h ∈ G dont la restriction au plat Π
donne un h0 et G contient alors un Z× Z qui translate Π. 
The´ore`me 21. La feuille de´finie par l’immeuble ∆ n’admet pas de feuille compacte
dans son adhe´rence.
De´monstration. En eﬀet, soit ∆1 un immeuble qui admet un quotient compact. On
sait d’apre`s le lemme pre´ce´dent, qu’il doit avoir des plats pe´riodiques. Donc, si la feuille
de´ﬁnie par ∆1 est dans l’adhe´rence de celle de´ﬁnie par ∆ alors des disques pe´riodiques
de tailles arbitrairement grandes doivent se trouver dans ∆. Ce qui est exclu d’apre`s
le lemme 19. 
The´ore`me 22. Soient Π0 et Π1 deux colorations dont les adhe´rences sont disjointes
dans la lamination L. Les immeubles ∆0 et ∆1 modele´s respectivement sur Π0 et Π1
correspondent alors a` des feuilles dans Tq d’adhe´rences disjointes.
De´monstration. Supposons qu’il existe un immeuble (pointe´ en ) ∆ ∈ ∆0 ∩∆1. On
trouve alors des boules de ∆ (centre´e en ) de rayons arbitrairement grands contenues
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a` la fois dans ∆0 et dans ∆1. Ce qui donne aussi pour tout R des boules du plat mode`le
Π0 de rayon R/4 (comme dans la de´monstration du lemme 19) qui contiennent a` leur
tour des boules de l’autre plat mode`le Π1 de rayon R/16. Ce qui est contradictoire avec
le fait que Π0 et Π1 sont d’adhe´rences disjointes dans L. 
6 Existence d’immeubles quasi-pe´riodiques
Dans cette section nous montrons les the´ore`mes 1, 2 et 3.
1. Laminations sans feuille compacte et laminations minimales.
The´ore`me 23. Soit ∆ un immeuble dont l’adhe´rence ne contient pas de feuille
compacte. Il existe un immeuble quasi-pe´riodique non pe´riodique I ⊂ ∆. La lamination
I associe´e est minimale et contient un nombre non de´nombrable de feuilles, toutes
quasi-pe´riodiques non pe´riodiques.
De´monstration. Ordonnons les parties sature´s de ∆ par inclusion et choisissons a`
l’aide du lemme de Zorn une partie minimale S ⊂ ∆ (invariante compacte) pour cet
ordre. Clairement toutes les feuilles de cette sous-lamination sont denses. De plus cette
lamination n’est pas re´duite a` une feuille compacte, donc contient un nombre non
de´nombrable de feuilles d’apre`s le the´ore`me de Baire. Chacune de ces feuilles est un
immeuble quasi-pe´riodique non pe´riodique (cf. prop. 8). 
2. Laminations minimales et mesures quasi-invariantes. Soit T ⊂ Tq une lami-
nation minimale associe´e a` un immeuble quasi-pe´riodique non pe´riodique et S ⊂ Sq
la transversale des sommets. Le the´ore`me suivant, bien connu en the´orie des feuille-
tages, est duˆ a` L. Garnett. Il permet de passer d’un ‘concept topologique’ a` un ‘concept
mesure´’ de quasi-pe´riodicite´ ([15]).
The´ore`me 24. Il existe une mesure de probabilite´ ergodique et quasi-invariante sur
S.
De´monstration. Rappelons que les feuilles de T sont munies d’une structure cellulaire
donne´e par les immeubles qui les de´ﬁnissent (voir [6]). On note∼ la relation d’adjacence








ou` val(x) est la valence de x dans T . Clairement ||Hf ||  ||f ||, i.e. H est une contration
de C(S). Soit I − H l’ope´rateur de Laplace associe´ a` H . Ainsi, si x est un maximum
de f , alors (I−H)f(x)  0, alors que si c’est un minimum, (I−H)f(x)  0. Par suite
toute fonction dans l’ahe´rence de l’image de I −H prend a` la fois des valeurs positives
et ne´gatives. En particulier 1 /∈ Im(I −H).
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De´ﬁnissons une forme line´aire µ : C1⊕ Im(I −H)→ C par µ(c⊕ f) = c, de sorte
que ||µ||  1. D’apre`s le the´ore`me de Hahn-Banach, µ s’e´tend a` C(S) en une forme
line´aire continue de norme  1. Comme µ(1) = 1, µ est repre´sente´e par une mesure de





(on dit que µ est harmonique relativement a` H). Soit ϕ un isomorphisme bore´lien de
S tel que ϕ(x) ∼ x. Si A ⊂ S est une partie bore´lienne on a (en notant c le nombre de















donc µ est quasi-invariante. La proposition en re´sulte, quitte a` de´sinte´grer µ en com-
posantes ergodiques. Remarquons que l’estime´e des de´rive´s de Radon-Nikody`m donne´e
par cette de´monstration est trop faible pour appliquer le crite`re λ1 > 1/2 pour la
proprie´te´ T de Kazhdan (cf. [14]). 
Corollaire 25. Il n’existe pas de classification bore´lienne des immeubles triangu-
laires. En d’autres termes il n’existe pas de fonction bore´lienne c : Tq → X, ou` X
est un espace bore´lien standard, qui se factorise a` l’espace quotient Qq des immeubles
triangulaires et telle que c(∆) = c(∆′) lorsque les immeubles ∆ et ∆′ ne sont pas
isomorphes.
De´monstration. Rappelons que X est mesurablement isomorphe a` l’intervalle [0, 1]
(ou un ensemble de´nombrable). Le corollaire re´sulte imme´diatement de l’existence
de mesure ergodiques µ sur S non concentre´es sur une feuille compacte (proposition
pre´ce´dente). En eﬀet, soit c : S → [0, 1] une fonction bore´lienne constante sur les
feuilles. Par ergodicite´ c est µ-presque suˆrement constante et il y a donc une famille
non de´nombrable de feuilles du support de µ qu’elle ne peut pas distinguer. 
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